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1. INTRODUCCIO

En aquest discurs fem una breu introduccié a I'area de les matema-
tiques anomenada analisi estocastica o calcul estocastic. Ens adrecem
a una audiencia amb coneixements que abracin un ampli ventall cienti-
fic, pero no necessariament matematic. Per aquest motiu, adoptem un
estil descriptiu, de vegades informal, prioritzant ’objectiu didactic i
de comunicacié per damunt de la profunditat i el rigor estricte.

L’inici del desenvolupament de ’analisi estocastica se situa en els
anys quaranta del segle passat, i és degut a Kyoshi Ito6 (vegeu [13] 14]),
tot i que a partir de 1900 ja es troben alguns precedents remarcables
(per exemple, [I]). Té, doncs, una historia encara molt curta, sobretot
en comparacié amb altres especialitats de les matematiques. Malgrat
aixo, I'impetu i la magnitud del seu creixement sén incontestables,
com també ho és 'increment de la seva influencia i impacte en el mén
cientific.

Els reconeixements en forma de premis a l’activitat cientifica en
I’ambit de I'analisi estocastica sén, logicament, forga recents. Desta-
quem la primera edicié del Premi Carl Friedrich Gauss, concedit
el 2006 a Kyoshi Ito (1915-2008); el Premi Abel 2007 guanyat per
S. R. Srinivasa Varadhan, i, finalment, la Medalla Fields amb que
Martin Hairer fou guardonat el 2014. La visibilitat i la publicitat conse-
qiiencia d’aquests (i d’altres) reconeixements han actuat com a factors
de consolidaci6 de I’area, han servit d’impuls per a nous descobriments
i han fomentat una activitat intensa en noves linies de recerca.

Creiem, doncs, que és important contribuir a donar a coneixer mi-
llor aquesta nova especialitat de les probabilitats. Ho farem seguint al
comencament, com a idea guia, la contraposicio entre la concepcié de-
terminista i la indeterminista del mon fisic, que aqui es concreten en
el calcul classic de Newton i Leibniz, i en el calcul estocastic d’Ito, res-
pectivament. A la part final, veurem que la combinacié d’enfocaments
provinents de les dues concepcions esta impulsant avencos espectacu-
lars. En aquest sentit podem dir que I’exposicié té una estructura es-
piral.

A continuacié fem una descripcié del contingut de les diferents
seccions. En la secci6 [2| argumentem la necessitat d'un calcul diferent
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del classic quan s’adopta una visio indeterminista de la realitat fisica.
En la secci6 [3] introduim el moviment brownia. Es un objecte famos
del conjunt de les funcions aleatories que té un paper rellevant en
la modelitzacié matematica de sistemes dinamics amb fortes fluctua-
cions. A banda del seu interes per a les aplicacions, és un objecte ma-
tematicament fascinant i una font gairebé infinita de nous problemes,
sempre dificils i engrescadors. El presentem des de dues perspectives
diferents i complementaries: la fisica (deguda a Einstein [6] i Smolu-
chowski [24]) i la matematica de Paul Lévy ([I8]), posant emfasi en
les multiples connexions amb diverses arees.

El calcul d’Ité6 es basa en una integral estocastica respecte al
moviment brownia. En la seccio 4| donem algunes idees de la construc-
ci6 d’aquest objecte. Les oscillacions de les trajectories del moviment
brownia sén molt més complexes que les d’'una funcié diferenciable.
Aixo explica el caracter innovador de la integral d’It6 i el seu compor-
tament diferent en relacié amb altres integrals deterministes, com la
de Riemann o la de Lebesgue. En la seccié 5| illustrem aquest fet mit-
jancant un exemple i esbossem alguns arguments que el justifiquen.
Completem ’exposicié del calcul d'It6 amb una férmula basica que
és la versio aleatoria del teorema fonamental del calcul, que relacio-
na derivades i primitives de funcions. Es tracta de la formula d’Ito,
presentada en la secci6 [ A banda de la importancia practica, la se-
va deduccié ajuda a entendre millor les diferencies entre els calculs
determinista i estocastic.

La culminacié del calcul d’'It6, i a la vegada la seva motivacid, sén
les equacions diferencials estocastiques. Comparant-les amb les equa-
cions diferencials classiques, les estocastiques incorporen termes addi-
cionals que representen fluctuacions aleatories. En molts casos propor-
cionen models que s’adapten millor a les observacions. La manera de
donar-los sentit és a través de la integral estocastica. En la seccié
introduim aquestes equacions i en donem alguns exemples, com el ce-
lebrat model de Black i Scholes en finances (vegeu [2]). La secci6
es dedica a la discussié d’alguns aspectes de les equacions diferencials
estocastiques relacionats amb els processos aleatoris de Markov. Sén
propietats que tenen un alt interes teoric, en particular, per les seves
relacions amb altres camps de les matematiques.
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En les dues seccions finals fem un salt considerable, en el temps, i
també en dificultat conceptual i de contingut. Les dediquem a descriu-
re avencos recents en els quals es troba una combinacié dels dos marcs
—aleatori i determinista— de la modelitzacid i les seves tecniques, i
que han desembocat en la creacio de noves teories. Ens referim al calcul
amb trajectories irregulars de Terry Lyons ([19]), que exposem en la
secci6[9] i ala teoria de les estructures regulars de Martin Hairer ([12]),
a la qual dediquem la secci6[10} La primera s’aplica a estudi de siste-
mes complexos en dimensié finita, mentre que la segona esta explicita-
ment dissenyada per a l’analisi de sistemes en dimensié infinita, com
els que es poden descriure mitjancant equacions en derivades parcials.
Ambdues proporcionen instruments per assolir un grau de comprensio
més profund de la realitat fisica i un ventall d’aplicacions més ampli
del que havia estat possible abans de la seva existencia.

2. QUE ES L’ANALISI ESTOCASTICA?

Per fer-nos una primera idea de que és 'analisi estocastica, és tutil
retrocedir en el temps fins a la creacié del calcul infinitesimal, gairebé
simultaniament, per Newton (1643-1727) i per Leibniz (1646-1716),
ambdds matematics, fisics i filosofs illustres. En el cas de Newton,
el calcul es troba recollit en el seu Tractat de les fluxions i les séries
infinites. Basant-se en aquest calcul, va poder formular amb ple sentit
expressions que avui identifiquem com a equacions diferencials, les
quals proporcionen models per a la interaccio de sistemes i la prediccio
de les orbites dels planetes, entre molts altres fenomens.

Molts fenomens, fisics, biologics, etc., es descriuen i s’entenen amb
I’ajut de les equacions diferencials. Per exemple,

dl;_it) = ap(t), te (0,00), (2.1)
p(0) = po,

és una equacié diferencial que descriu la llei de Malthus de creixement
de poblacions. En , la funcié t — p(t) designa la poblacié d’una
determinada especie a l'instant ¢ > 0 i a és una constant coneguda
que depen de la poblacié.



Després de les equacions diferencials, es descobriren les equacions
en deriwades parcials. Un exemple paradigmatic d’equacié en deriva-
des parcials és I'equacio de difusio o equacio de la calor,

0 1 02
a (t,ZE) - E@f(tvx) = 07 (t,l‘) S (0700) X R7

f(0,2) =6y, z€R.

En aquesta expressié, dy representa la mesura de Dirac en zero —la
mesura que concentra una massa unitat en el punt x = 0. La funcié
f:1]0,00) x R — R mesura la intensitat de la calor a l'instant t,
en el punt de coordenada x d’una barra (idealment) unidimensional,
suposant que, en ¢t = 0, s’ha partit d’una intensitat 1 en el punt x = 0.

L’equacio de la calor expressa el fenomen de transferencia d’energia
formulat pel matematic frances Jean Baptiste Fourier (1768-1830).

A través d’aquests exemples elementals, veiem que els objectes als
quals s’aplica el calcul infinitesimal sén funcions en el sentit classic
i, endemés, sén prou regulars. En les equacions diferencials aquestes
funcions depenen del temps; en les equacions en derivades parcials
depenen del temps i 'espai. A més, se suposa que sén diferenciables
per tal que expressions com i tinguin sentit.

En la teoria de la probabilitat, la noci6 analoga a funcio és la
de procés estocastic o aleatori, que, a partir d’ara, anomenarem so-
vint procés. Un procés és, com una funcid, una aplicacio, pero en la
qual hi ha un argument addicional que representa l’atzar.

Recordem que una variable aleatoria fa una assignacié numerica
als resultats d’'una experiencia aleatoria estatica. En el llenguatge de
la teoria de la probabilitat, donat un espai de probabilitat (€2, F, P),
una variable aleatoria és una aplicacié X : {2 — R mesurable respecte
a la o-algebra F dels esdeveniments. Aleshores, un procés estocastic
és una familia de variables aleatories (X;, ¢ € I), on I és un conjunt de
parametres. El concepte té la motivacié en la descripcié d’evolucions
temporals de fenomens aleatoris. Aixi, si el parametre 7 representa el
temps, considerarem I = [0, 00) i un procés (X, t € [0,00)) es descriu
com una aplicacio

(2.2)

X:[0,00) x 2 — R
(t,w) — Xi(w).
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Utilitzarem indistintament la notacié X;(w) o X (¢,w) per referir-nos
a la imatge de (t,w) per X.

Observem que fixant w € €2, que en modelitzacié aleatoria cor-
respon a fixar una observacid, obtenim la funcié (determinista) ¢ €
[0,00) — Xi(w), que s’anomena trajectoria del procés per I'observa-
cié w o, simplement, trajectoria.

Com veurem ben aviat, hi ha exemples importants de processos
amb trajectories molt irregulars. Un cas emblematic és el moviment
brownia, les trajectories del qual no son diferenciables en cap punt. En
modelitzacid, aquests son els processos més utilitzats, donat que I'alea-
torietat porta logicament a variacions grans i complexes. En aquest
context, el calcul infinitesimal de Newton no pot aplicar-se.

El calcul estocastic, originat en els treballs de Kyoshi Ito dels
anys quaranta, és un calcul integral per a processos estocastics, les
trajectories dels quals poden ser molt irregulars. Es una extensi6 del
calcul integral classic. En un sentit que anirem desenvolupant al llarg
d’aquesta presentacié, podem dir que és el calcul del mén modern.

FOTOGRAFIA 1. Kyoshi It6 (1995). RIMS, Universitat de Kyoto.
Conferencia commemorativa del seu vuitanta aniversari.
FONT: Societat Matematica del Japd. Cortesia de la familia It6.
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3. PROCESSOS AMB TRAJECTORIES IRREGULARS: EL MOVIMENT
BROWNIA

Hi ha exemples de processos estocastics que tot i ser molt interes-
sants per a les aplicacions, no ho sén tant des de la perspectiva del
calcul estocastic. Un exemple n’és el procés de Poisson, que compta el
nombre d’esdeveniments en U'interval de temps [0, ¢], ¢ > 0, que es pro-
dueixen en instants aleatoris. Les trajectories del procés de Poisson
son funcions constants en intervals aleatoris; en l'extrem esquerre
d’aquests intervals es produeix un salt d’una unitat d’amplitud. El
calcul d’integrals respecte a un procés de Poisson es pot fer trajectoria
a trajectoria utilitzant les teories d’integraci6 determinista (per exem-
ple, la integral de Lebesgue).

Des d’una optica matematica, els processos més interessants son els
que tenen trajectories molt irregulars. En aquesta seccié introduim un
exemple fonamental: el moviment brownia. El nom moviment brownia
prové de les observacions de les trajectories erratiques i inestables de
particules de pollen en suspensié en un liquid efectuades pel botanic
escoces Robert Brown (1773-1858). De fet, el bioleg i quimic holandes
Jan Ingenhousz (1730-1799) també s’havia interessat per observacions
d’un fenomen similar en considerar particules de carbd en una su-
perficie d’alcohol.

FiguraA 1. Trajectoria d’una particula browniana.
Avutor: T. J. Sullivan.
FonT: English Wikipedia.
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3.1. El moviment brownia segons Einstein i Smoluchowski

La primera teoria cientifica sobre el moviment brownia trigaria
a elaborar-se. Es deguda simultaniament i independentment a Ein-
stein (1905) i Smoluchowski (1906), els quals van postular que els
moviments aleatoris de les particules sén produits per les collisions
amb les particules dels fluids. Tots dos cientifics van provar que la dis-
tribucié de probabilitat de la posicié de la particula és la solucié de
I'equacié de la calor (2.2)),

jzf?

exp (_Q—t) . (t,2) € (0,00) X R. (3.1)

1
Aix0 dona una descripcié del procés aleatori del moviment de les
particules de la manera segiient. Sembla dificil poder respondre amb
precisié on es trobara la particula en un instant donat, pero, alternati-
vament, podem preguntar-nos per la probabilitat que es trobi en una
determinada regi6. Aquesta probabilitat pot calcular-se a partir de la
densitat © — f(¢,z). Endemés, es dedueix que la intensitat d’ocu-
pacio de la particula, en transcérrer el temps, té un comportament
difusiu. Ben segur que el lector ha reconegut la funcié f(t,z) com la
densitat d’una variable aleatoria normal (o gaussiana) amb mitjana
zero 1 variancia t, que designem amb N(0,t). Aleshores, com que en
augmentar t la variancia creix, la densitat es difon al voltant del valor
mitja de la distribucié de probabilitat.

La relaci6 entre el moviment brownia i el fenomen fisic de la difusio
de la calor no és exclusiva d’aquest procés. Més endavant veurem que
és un fet compartit pels processos que sén solucions d’equacions dife-
rencials estocastiques.

3.2. El moviment brownida segons Paul Lévy

Una classe important de processos estocastics és la dels processos
gaussians, que son aquells pels quals la llei de probabilitat d’un nombre
qualsevol (m) de variables aleatories (X, ..., Xy, ) del procés és una
normal multidimensional. I’exemple més rellevant és el que definim
tot seguit.
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Un moviment brownia (By, t € [0,00)) és un procés gaussia que
compleix

1. By = 0, quasi segurament (q. s.);
2. té trajectories continues;
3. té increments independents;

4. els increments B; — B,, 0 < s < t s6n variables aleatories amb
llei N(0,t — s).

Aquesta definicié es troba en l'obra cientifica de Paul Lévy (1886-
1971), un matematic que va estudiar extensament el moviment brow-
nia (vegeu, per exemple, [18]) i altres processos més generals anome-
nats processos de Lévy, en referencia a les seves aportacions.

Observem que, en la definicié anterior, s'imposa la continuitat de
les trajectories. Es una condicié natural per descriure un moviment
de particules. Paul Lévy va donar una construccié explicita del movi-
ment brownia utilitzant la base ortonormal de L?[0, 1] formada per les
funcions de Haar, que sén I'exemple més senzill d’ondetes. Les onde-
tes serveixen per descompondre i codificar els senyals (lluminosos,
acustics, etc.). Paul Lévy demostra que el moviment brownia s’obté
com la suma d’una serie absolutament convergent amb coeficients que
son producte de dos factors: integrals de la base de Haar i varia-
bles aleatories amb distribucié normal estandard. L’eleccié d’aquestes
ultimes fa que els coeficients siguin variables aleatories independents i
el tipus de convergencia dona la continuitat de les trajectories. Aquest
aspecte del moviment brownia com a senyal és important en la mode-
litzacié matematica i estableix relacions entre la probabilitat i ’analisi
harmonica.

Cal esmentar que Norbert Wiener (1894-1964), el pare de la ci-
bernetica, va contribuir també a ’estudi del moviment brownia, elu-
cidant la seva estructura hilbertiana.

3.3. El moviment brownia i el principi d’universalitat

Un dels resultats fonamentals de la teoria basica de la probabilitat,
juntament amb la llei forta dels grans nombres, és el teorema del limit
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central. La primera versié d’aquest teorema és deguda a Abraham
de Moivre (1667-1754) i s’aplica a successions de variables aleatories
binomials. En versions posteriors i més generals, aquest teorema esta-
bleix que si (X, n € N) és una successié de variables aleatories inde-
pendents i idénticament distribuides, amb variancia o >0 i mitjana m,

. " T S S X .
la successio de mitjanes aritmetiques X, := (% compleix

‘/—H(Xn —m) =Y,

g n— 00

o0, equivalentment,

"X, —nm
Z‘]fl J g Y

U\/ﬁ n—oo

on la convergencia és en distribucid (és a dir, la successi6 de funcions de

distribucié de */TE(XH — m) convergeix cap a la funcié de distribucié
de Y) 1Y és una variable aleatoria amb llei N (0, 1).

Aquest és un teorema de tipus universal en el sentit que, indepen-
dentment del tipus d’aleatorietat de la successié inicial, la successié de
les mitjanes aritmetiques, convenientment normalitzades, convergeix
invariablement cap a una llei normal.

El moviment brownia també té aquesta propietat de limit univer-
sal, com precisem més endavant. Aquest fet, demostrat per Donsker,
indica que el moviment brownia es pot considerar com una versi6 en
dimensio infinita d'una variable aleatoria normal.

Considerem la successié de variables aleatories (X, n € N) intro-
duida més amunt. Suposem, per simplificar, que m = 0 i posem S,, =
Z?Zl X;. Definim ara un procés estocastic indexat per ¢ € [0, 00),
obtingut mitjancant interpolacié lineal de {S,, n > 0}:

Yy = Spy + (t = [t]) Xjg+1, (3.2)

on [t] designa la part entera de ¢.
Introduim ara una normalitzacié de {Y;, ¢ > 0}. Per analogia amb
el teorema del limit central, definim
1

B"™=_"_Y,, t>0. 3.3
t 0_\/% t il ( )
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El teorema de Donsker estableix que {Bt(”), t >0}, n > 1, convergeix
en distribucié cap a la llei d'un moviment brownia. Cal precisar que, en
aquest teorema, es considera com una successio de vectors alea-
toris a valors en l'espai de les funcions continues nulles en zero, do-
tat de la topologia de la convergencia uniforme sobre compactes, i
la convergencia en distribucié es refereix a la convergencia de les lleis
d’aquests vectors aleatoris cap a la llei del moviment brownia. Esa dir,
aqui, els vectors aleatoris prenen valors en I'espai de les trajectories.
En considerar el cas particular

1
1, amb probabilitat 3
X, = 1
—1, amb probabilitat 5
el resultat de Donsker diu que el moviment brownia s’obté com a limit

en distribucié de la passejada aleatoria sobre els enters, convenient-
ment normalitzada.

20

15|

FigurA 2. Vuit trajectories interpolades d’una passejada aleatoria.
AuTOR: Morn (talk).
FonT: English Wikipedia.

14



Recapitulant, hem vist el rol important del moviment brownia en
la modelitzacié fisica, la seva descripcié probabilista i el seu caracter
universal, similar al de la llei normal en dimensié finita. Convé esmen-
tar que I’any 1900, abans que Einstein publiqués la seva teoria sobre el
moviment brownia, Louis Bachelier, matematic frances, va presentar
la seva tesi doctoral (vegeu [I]), on es descriu un mecanisme aleato-
ri d’evolucio del valor d’actius financers i es demostra que la llei de
probabilitat dels valors és solucié de l'equacié de la calor . Més
endavant veurem que el model de Bachelier és un exemple d’equacio
diferencial estocastica.

4. LA TEORIA D’ITO DE LA INTEGRAL ESTOCASTICA

A partir del teorema de Donsker s’intueix que les trajectories del
moviment brownia canvien molt sovint de direccié. Paley, Wiener i
Zygmund van demostrar (1933) que no sén diferenciables en cap punt
(quasi segurament). El comportament quantitatiu de les seves oscil-
lacions esta perfectament determinat. En efecte, quasi segurament, les
trajectories del moviment brownia sén funcions Holder continues de
grau o € (0, %), i aquesta propietat és falsa per a o € [%, 1]. Aixo vol

dir que
1
<00, «a€ (O, —) ,
|Bt B BS| 2

up
At |t —s]® 1
=00, «€ 5,1 .

Designem amb fOT F(s)dX(s) la integral de F respecte de X en
I'interval [0,7]. En aquest moment, evitem deliberadament descriure
que soén els objectes F'i X, per bé que els donem un nom —integrand
i integrador, respectivament.

En aquesta exposicié convé classificar les teories d’integracié classi-
ques en dos grups: les derivades directament del calcul de Newton, en
les quals X és una funcio, i la integral de Lebesgue, en la qual X és
una mesura. En les primeres, cal exigir que X tingui variacié total
fitada (integral de Lebesgue-Stieltjes). Cap d’aquestes teories no pot
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aplicar-se a les trajectories del moviment brownia, ja que ni tenen
variaci6 total fitada, ni defineixen una mesura (aleatoria). D’aqui la
necessitat d’'una nova teoria d’integracié genuinament aleatoria, que
s’anomena teoria d’integracio estocastica.

Encara que aqui ens centrarem en la integral estocastica respecte
del moviment brownia, volem mencionar que la teoria més general d’in-
tegracid estocastica considera com a integradors processos estocastics
que es descomponen en la suma d'una martingala i d’un procés amb
trajectories de variacio total fitada. S’anomenen semimartingales. Les
martingales sén processos que modelitzen evolucions que mantenen el
valor mitja constant al llarg del temps. El moviment brownia és un
exemple de martingala. Per als processos amb trajectories continues,
les dues propietats, martingala i variacié fitada, son excloents: si un
procés té les dues propietats, ha de ser constant.

Les semimartingales sén una classe tancada per a la integracio
estocastica. Es a dir, la integral estocastica indefinida respecte d’una
semimartingala és també una semimartingala. A banda d’aquesta pro-
pietat de robustesa, és una classe natural en modelitzacié matematica
on la variable de control, X, pot ser un senyal pertorbat per un soroll
aleatori. El senyal pur es podria identificar amb una funcié de variacié
total fitada i el soroll aleatori amb una martingala.

Si escrivim la descomposicié del procés com a X = M + V, és na-
tural definir la integral com la suma de les integrals respecte de M i
de V. Amb la teoria classica podem donar sentit a la segona. Queda,
doncs, explicar com definim la primera, prenent com a martingala de
referéncia el moviment brownia, tal com ho va fer Ito en [13].

4.1. Integral estocastica respecte del moviment brownia

Juntament amb l'espai de probabilitat (£, F, P) de referéncia on
tenim definits tots els elements aleatoris, fixem un interval de parame-
tres [0,77] i considerem una filtracié (F;)ico,r), és a dir, una familia
creixent de o-algebres contingudes en F que compleixen certes con-
dicions tecniques que no detallem. Per cada ¢ € [0,T], F; representa
el conjunt d’esdeveniments que es poden descriure amb la informacio
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que tenim fins a l'instant ¢. Introduim la notacié L2 a7 ber designar el
conjunt de processos estocastics (F(s), s € [0,71) tals que:

1. Pertott € [0, 7], la variable aleatoria F(t) és mesurable respecte

de]—}.

2. Es compleix la condicié d’integrabilitat E(fOT(F(s,w))2 ds) <

oo, on F designa 'esperanca matematica o valor mitja.

La primera propietat s’anomena adaptabilitat. Significa que 1’aleato-
rietat de F'(t) esta codificada tnicament en el conjunt d’esdeveni-
ments F; i, per tant, no inclou cap coneixement sobre el futur.

Suposem que X és un moviment brownia, que designarem, com
hem fet fins ara, amb B. El resultat fonamental d’Ito estableix que, per
als processos de la classe LiT, es pot definir una integral estocastica
respecte de B. Sense aprofundir en els detalls, la construccié de la inte-
gral es pot descriure breument aixi. En primer lloc, es dona la definicié
d’integral per processos simples. Sén els d'un subconjunt £ C LiT que
es poden escriure com a

ZFk g @), 0=to<ty<---<t, =T, (4.1)

on cada [} és una variable aleatoria J;, ,-mesurable i de quadrat
integrable.

Per analogia amb la integral de Lebesgue (o d’altres), per a un
procés F' com el descrit en , la integral respecte de B es defineix
mitjancant 1’expressio

/TF(S w)dB(s,w) := ZF’“[ (tg,w) — B(tr_1,w)|. (4.2)

Observem que el terme de l'esquerra és una variable aleatoria que, per
cada w, té assignat el valor del terme de la dreta. Utilitzant la propietat
essencial d’adaptabilitat, es demostra que fDT F(w,s)dB(t,w) té valor
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mitja zero i variancia (en aquest cas, moment de segon ordre) que
coincideix amb el valor de £ < fOT(F (s,w))? ds). Es a dir, laplicaci6

T
FGEI—)/ F(s,w)dB(s,w)
0

és una isometria (una aplicacié que conserva les normes) entre dos
espais de funcions, el de les variables aleatories de quadrat integra-
ble L*(Q), i LfL’T.

Utilitzant teoremes d’aproximacié forca habituals en teoria de fun-
cions, es demostra que si ' € L(21,T7 existeix una successié F,, € £ que
I’aproxima en el sentit segiient:

T
lim F (/ (Fu(s,w) — F(s,w))? d3> =0.
n—oo 0

Per la propietat d’isometria que hem esmentat més amunt, resulta
que, per tot procés I € Lz,% es pot definir

T T
/ F(s,w)dB(s,w) = L*(Q) lim F,(s,w)dB(s,w). (4.3)
0 n—oo 0
Aixo dona una definicié coherent, en el sentit que el valor de la integral
estocastica de l'esquerra no depen de la successido que aproxima el
procés F.
En la construccié anterior, el domini d’integracié [0,7] és fix.

En considerar la familia d’integrals estocastiques < fot F(s,w)dB(s,w),

t €0, T]) , hom obté un procés estocastic que s’anomena integral inde-

finida i que té, com el moviment brownia, la propietat de martingala.

Cal observar que si bé per als processos simples la definicié de
la integral estocastica en es fa fixant el parametre d’atzar w,
I’extensié a processos de LZ,T no té aquesta peculiaritat, donat que,
en obtenir-se com a limit en la convergencia en mitjana quadratica,
es fa una mitjana en l'espai 2. Per tant, la integral estocastica no és
una integral trajectorial.
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5. INTEGRAL ESTOCASTICA I SUMES DE RIEMANN

El segon terme de recorda una suma de Riemann i, per tant,
podriem dir que la definicié de la integral en (4.3)) és un limit d’ex-
pressions similars a sumes de Riemann. En aquesta seccié qiiestionem
aquesta afirmacié.

Suposem que el procés integrand F té trajectories continues. Con-
siderem una successié de particions de l'interval [0, 7], (IL,),>1, tal
que la successié de normes tendeix a zero, és a dir, en augmentar n,
la distancia entre dos punts consecutius de la particié tendeix a zero.
Aleshores, associat a cada particié IT, ={0=1t; < e W 1,
podem definir el procés simple

ZF b 1, t(") t(")]()

Es pot demostrar que la successio

Tn

T
/F(sw ) dB(s,w) ZF P 1, [ (t,(g), w)— B(t,(:_)l,w), n>1,
0

convergeix cap a la integral estocastica fOT F(s,w)dB(s,w). En el cas
particular F' = B, el limit es pot calcular explicitament. El seu valor
és

/0 B(s) dB(s) %[82(15) 4, (5.1)

on, per simplificar la notacié, hem eliminat la referencia a 1’argu-
ment w.
Si canviem la successié F,(t,w) per

la successié de sumes de Riemann
(n) (n) . (n)
ZF k 1 +t,"),w | |B(t,"” ,w) — B(t,,w)|, n>1,
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també convergeix, pero ho fa cap a una variable aleatoria diferent de
[} F(s)dB(s), que designarem amb [ F(s)odB(s). El mateix limit
s’obté si es considera la successié de sumes de Riemann

~ 1 n n n n
> (P + PP w) [ B @) - B, w)|.
k=1
n>1 (52)

Per exemple, tornant al cas particular /' = B, trobem

/O B(s) 0 dB(s) = %BZ(t). (5.3)

Veiem, doncs, que, a diferencia de la integral de Riemann, la integral
estocastica de processos amb trajectories continues és sensible al canvi
en les successions que les aproximen.

La integral estocastica fOT F(s)odB(s) s’anomena integral de Stra-
tonovitch. Fou introduida en [25].

De les expressions i , en deduim la relacio entre les inte-
grals en el sentit d’It6 i de Stratonovitch,

/0 B(s) o dB(s) /0 B(s)dB(s) + 1. (5.4)

La férmula és una conseqiiencia d'un resultat més general so-
bre aproximacié de la integral estocastica per sumes de tipus Riemann,
com expliquem tot seguit. Per simplificar, suposem 7' =1 i eliminem
la referencia a ’argument w. Considerem una mesura p en [0, 1] i una
successié de particions (I1,,),>1, com més amunt. Definim la successio
de sumes de Riemann generalitzades associades a (I,,),>1,

g3 [ / 1 (P2 + s(FE?) = ™)) du<s>]

0

< |B”) - BEH™)]. (55)
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La successi6 (S*),>1 convergeix en probabilitat cap a

/OT F(s)dB(s) + (/01 sd,u(s)) (F,B), (5.6)

on el terme (F, B) és el limit en probabilitat de la successi6

Tn

So[PE) — P ] [Be) - Buy)].

k=1

i s’anomena variacio mixta de F' i B.
Observem que si =401, la mesura de Dirac en %, les successions de-
2

finides en ((5.5)) i ((5.2)) coincideixen. En aquest cas, el factor fol sdu(s)

val % 1 obtenim la formula

/0 F(s) o dB(s) = /0 F(s)dB(s)—l—%(F,B), (5.7)

que generalitza (5.4)).
La diferencia entre les férmules (5.1)) i (5.3) o, més en general,

la identitat obeeixen al fet que el calcul estocastic associat a la
integral d’It6 és d’ordre dos (els increments infinitesimals d’ordre dos
de l'integrador donen una contribucié positiva), mentre que per a la
integral de Stratonovitch és d’ordre u. En la seccié [6] retrobarem i
explicarem millor aquesta diferencia.

En aquest punt podriem estar temptats de dir que el calcul de
Stratonovitch és més natural, ja que es comporta com el calcul dife-
rencial ordinari. Aixo no és aixi. El calcul de Stratonovitch requereix
hipotesis més fortes sobre els processos i, endemés, no gaudeix de pro-
pietats que es consideren intrinseques a una teoria d’integracio. No en-
trarem en més detalls sobre aquestes afirmacions perque aniriem més
enlla del caracter informal que volem donar a aquesta presentacié.

6. EL CALCUL D’ITO: UN CALCUL D’ORDRE DOS

Un dels resultats més fonamentals, utils i celebrats del calcul es-
tocastic és la formula d’Ito, també anomenada formula del canvi de
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variable quan es fa referencia a les seves versions més generals. De ma-
nera abreujada, aquesta férmula diu que si componem una semimar-
tingala X amb una funci6 determinista f prou regular, el procés f(X)
és també una semimartingala, i els termes de la seva descomposicio
—Ila component martingala i la de variacié fitada— tenen unes expres-
sions explicites en forma d’integrals. En aquesta seccié presentarem
un cas particular de la formula d’Ito i donarem algunes idees de la se-
va demostracié. D’aquesta manera, esperem clarificar el significat del
calcul d’ordre dos del titol d’aquesta seccid.

Considerem una funcié f: R — R diferenciable amb continuitat
fins a I'ordre dos. La férmula d’'Ito estableix que, per tot 0 < a < ¢,

FB) = f(Bla) + [ FBE)AEG) +; [ FBE)ds. (6.

Observem immediatament que si f(z) = x?, U'expressié ([6.1]) és iden-
tica a (5.1). Notem també que per una funcié ¢ — g(t) amb variacié
fitada, el calcul classic dona ’expressio

fmmzﬂwm+/f@@mmm. (6.2)

Per tant, comparant les férmules i , veiem que la diferencia
es troba en el terme que té la derivada segona f”. Aixo té el seu
fonament en la propietat segiient del moviment brownia.
Considerem, com al comengament de la seccié [f, una successié de
particions de l'interval [0, t], (IL,),>1, tal que la successié de normes
tendeix a zero. Posem IT, = {0 =ty < t{” < ... < ¢ = t}, encara
que a partir d’ara ometrem el superindex (n), per alleugerir la notacié.
A partir de calculs explicits i senzills sobre lleis normals, es demos-

tra que
rn—1

lim Y [B(tm) . B(ti)]Q — 1, (6.3)

n—o0 4
=0

en la convergencia de l'espai L?(Q).
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Aquest resultat expressa que la variacié quadratica del moviment
brownia és un procés determinista —la funcié f(¢) = t— i contrasta
amb el segiient,

rn—1
i, 2; [t — 7 = 0.
1=

Si imaginem que els increments B(t; 1) — B(t;) donen una mesura dels
intervals [t;, t;11], 1 comparem aquesta mesura amb la de Lebesgue (la
longitud), veiem que mentre que aquesta ultima té variacié d’ordre
dos nul'la en tot interval finit, la del moviment brownia no la té.
Com que les trajectories del moviment brownia sén funcions conti-
nues, de se’n dedueix que, per a qualsevol nombre natural m > 3,

rp—1

lim 3 [B(tiﬂ) - B(ti)} "o, (6.4)

n—oo 4
=0

en la convergencia quasi segura (prenent, si cal, una subsuccessid
(ni)r>1).

Donarem ara algunes idees de la demostracié de . Per sim-
plificar, suposem a = 0. Considerem la successio de particions II,, =
{0=1ty < tﬁ") <<t = t}, n > 1, que hem descrit més amunt.
Escrivim la descomposicié evident

rpn—1
F(B() = F(BO) = Y [/(B(tin) - F(B())].
i=0
on hem fixat argument w (q. s.).

Aplicarem ara un desenvolupament de Taylor fins a I’ordre dos a ca-
dascun dels termes de la suma. Podriem pensar que I’eleccié de 'ordre
en el desenvolupament esta predeterminada per les hipotesis sobre f,
pero, en realitat, el motiu és un altre. No és necessari incrementar
I'ordre de diferenciabilitat de f i continuar el desenvolupament més
enlla de 'ordre dos, perque els termes que obtindriem tendirien a zero,
degut a la propietat . Seguint aquest procediment, es té

F(B(tin)) = f(B(t) =T7" + T,",
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on

I{" = f/(B() | Blti) — B(t:),

1" = 2B [Bltin) - B

aqui, B!' designa un punt situat en l'interval real determinat pels
valors B(t;) 1 B(ti41).

Ates que el procés (F(t) = f(B(t)), t > 0) té trajectories conti-
nues, ja hem esmentat abans que

rp—1

7 — [ 1) an), 5)

en la convergencia en probabilitat.
Utilitzant (6.3]), podem demostrar

rp—1 t
lim 3 T — / F/(B(s)) ds. (6.6)
n—oo
i=0 0
La igualtat (6.1)) s’obté de (6.5) i (6.6)).

Existeixen versions molt més generals de la féormula d’Ito que la
que acabem de presentar.

Per exemple, considerem f: [0,00) x R — R i suposem que és dife-
renciable amb continuitat, una vegada respecte al primer argument i
dues vegades respecte al segon. Utilitzant idees similars a les anteriors,
es pot demostrar la féormula

f(t. B(t) = f(a, B(a)) + / 0.1 (s, Bs)) ds

+/ 8xf(s,B(s))dB(s)+%/ 92 f(s, B(s)) ds. (6.7)

a

Acabem aquesta seccié presentant una altra versié de la férmula
d’Ito amb un integrador més general que el moviment brownia. Con-
siderem una semimartingala amb trajectories continues i descompo-
sici6 X = M + A, on M és una martingala continua i A un procés
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de variacié total fitada, també continu. Sigui f una funcié real, com
en (6.1). Aleshores,

FXO) = FOX @) FXE) X (545 [ 006 A ). (63)

En el terme de la dreta d’aquesta identitat, dX (s) = dM(s)+dA(s), i
la integral és la suma de la integral estocastica respecte de M i respec-
te de A. Pel que fa a la primera (respecte de M), és una extensié de
la integral d’Ito que hem introduit en la seccio . La segona (respecte
de A) és una integral de Lebesgue-Stieltjes, i és trajectorial. Respecte a
la segona integral en , I'integrador és un procés amb trajectories
creixents que s’obté de manera analoga a , substituint el movi-
ment brownia per X. S’anomena variacio quadratica de X. Donat que
A té variaci6 fitada, resulta que

rpn—1

2000 = Jim 3= [X(0e) = X009 (69)

rnl

= Jm Z [ ti1) (ti)] gy (6.10)

i aquest limit existeix (en la convergencia de L?(12)).

Son moltes les aplicacions de la férmula d’Ito. D’una banda, és uti-
litzada en la demostracié de resultats importants del calcul estocastic:
per exemple, en el teorema de Girsanov per a la determinacié de lleis de
processos estocastics obtinguts per translacié de processos gaussians,
o en la demostracié de les desigualtats fonamentals de Burkholder,
Davis i Gundy per a integrals estocastiques. D’altra banda, com veu-
rem en la seccié [7], permet trobar solucions d’equacions diferencials
estocastiques i estudiar-ne les propietats.

Finalment, volem mencionar que, per simplicitat, només hem par-
lat de férmules d’Ito per a processos reals. Utilitzant la féormula de
Taylor multidimensional, es poden estendre les versions que hem pre-
sentat aqui a processos estocastics multidimensionals. Aixo0 és necessa-
ri, per exemple, per poder donar una representacié en forma d’integrals
al producte de semimartingales.
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7. EQUACIONS DIFERENCIALS ESTOCASTIQUES

Segons el calcul classic, les equacions diferencials ordinaries (EDO)
descriuen l'estat de sistemes (fisics, quimics, biologics, economics, etc.)
al llarg del temps; les anomenem sistemes dinamics. Al comencament
de la secci6 [2, hem donat un exemple de sistema dinamic que descriu
Ievolucié d'una poblacié (vegeu (2.1])). Aquestes equacions sén la for-
mulacié de principis cientifics, com per exemple el de la gravitacié
universal de Newton, o bé de resultats experimentals. En aquest darrer
cas, I’equacié és una proposta de model matematic i estableix un pont
entre la realitat i les matematiques.

De la mateixa definicié de les EDO (ens tornem a referir a (2.1)),
se’'n dedueix que les observacions (p(t) en equacié (2.1])) sén funcions
diferenciables del temps i, per tant, forca regulars.

En moltes aplicacions, pero, les observacions presenten oscillacions
i irregularitats que no s’expliquen satisfactoriament amb EDO. Sem-
bla, doncs, necessari introduir equacions diferencials que incorporin
pertorbacions aleatories per justificar adequadament observacions ir-
regulars. Aquest és el paper de les equacions diferencials estocastiques,
que, d’ara endavant, designarem amb EDE.

Per mantenir la simplicitat en les notacions i I’exposicid, conside-
rem Unicament processos reals, pero les EDE i que escrivim
tot seguit també poden formular-se en un context multidimensional.
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Una EDE és una expressié formal,

dx(t) _ o
— = bX (D) + o (X (D)), >0, (7.1)
X(0) = o,

onbo:R = R zg € Ri& = (£(t),t > 0) és un procés estocastic
que representa el soroll o les oscillacions degudes a efectes aleatoris.
Un exemple fonamental i molt utilitzat de procés & és el soroll blanc.
Descriu la suma de molts impulsos independents al llarg del temps.
Utilitzant la teoria matematica de les distribucions de Schwartz, es
pot donar sentit a ’expressié

B = [ do)as

és a dir, el soroll blanc és la derivada (generalitzada) del moviment

brownia. Aleshores, I'equacié ([7.1) s’escriu
dX(t) =b(X(t))dt +o(X(t))dB(t), t>0,

X(0) = . (72)

Arribats a aquest punt, és natural que ens sentim una mica inco-
modes per la manca de rigor. Com podem parlar de derivada (o de di-
ferencial) d’un procés com el moviment brownia, per al qual aquests
conceptes fallen? Hem repetit diverses vegades que el moviment brow-
nia no és diferenciable en el sentit del calcul diferencial classic. Ara bé,
en el marc de la teoria de la integracié estocastica d’Ito, que hem ex-
posat breument en la seccié 4], podem donar una formulacié rigorosa a
EDE ([7.2), i, amb extensions de la teoria d’Itd, podriem també donar-
ne a EDE pertorbades per processos més generals, com per exemple
les martingales continues.

En efecte, integrant ’equacio, podem escriure de la manera
equivalent

X@:%+Ammmﬁ+laa@wmg (7.3)
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Per interpretar aquesta equacid, cal fixar el tipus d’integrals. Suposem
que la primera, respecte a dt, és una integral usual (de Lebesgue o de
Riemann) que calculem fixant 'argument d’atzar w. Pel que fa a la
segona, considerem la integral estocastica d’Ito respecte del moviment
brownia.

7.1. Exemples d’EDE

Les EDE més senzilles son aquelles en les quals b i o son funcions
afins. S’anomenen EDFE lineals. A banda de la simplicitat, una altra
caracteristica interessant és que es pot donar una forma explicita de
la seva soluci6. Vegem-ne alguns exemples.

7.1.1. El model de Black i Scholes en finances

Els economistes Black i Scholes (1973) van estudiar el problema de
determinar el preu i la cobertura d’actius financers que s’anomenen
opcions. Amb aquest objectiu, van utilitzar un model que fou intro-
duit per Paul Samuelson (1915-2009), guardonat amb el Premi Nobel
d’Economia de 1970, segons el qual el preu S(¢) d'una accié en el
mercat de borsa evoluciona d’acord amb I'EDE

dS(t) = pS(t) dt + oS(t)dB(t), t>0; S(0)=S,  (7.4)

En aquesta equacié, i o sén nombres reals, i (B(t),t > 0) és un
moviment brownia. El parametre o indica la variabilitat del mercat i
s’anomena volatilitat. El moviment brownia modelitza les fluctuacions
del mercat.

Per o =01 Sy = 1, la solucié de és S(t) = exp(ut), i el model
correspon a l’evolucié del preu d'un actiu amb valor inicial igual a una
unitat, a un interes constant p.

Aplicant una férmula d’Ito , es comprova que el procés

2
S(t) = Spexp (,ut - %t + aB(t)) , t>0,
és una soluci6 de (7.4). Aixo vol dir que satisfa la igualtat

t t
S(t):So—i-,u/ S(r)dr—l—a/ S(r)dB(r), t>0, q.s.

0 0
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La proposta de Black i Scholes va obrir una area molt interessant, a
la frontera entre les matematiques i les finances, d’aplicacié del calcul
d’It6 a altres disciplines. Cal esmentar Louis Bachelier (1900) com a
iniciador d’aquesta aventura.

7.1.2. L’equacié de Langevin

El fisic frances Paul Langevin va estudiar, com Einstein, el movi-
ment d’una particula browniana. En el seu model va introduir els efec-
tes de la coincidencia de dos fenomens: la difusié de les particules i la
friccié entre elles. Considerem dos nombres reals positius b i o, que re-
presenten els coeficients de friccié i de difusié, respectivament, i que
depenen de la massa de la particula. Aleshores, si X (t) designa 'estat
de la particula (posicié) al llarg del temps, Langevin va descriure la
seva velocitat mitjancant 'EDE

dX(t) = —bX(t)dt + o€(t)dt, t>0; X(0)= o, (7.5)

on (£(t), t > 0) és un soroll blanc independent del moviment de la
particula browniana que estem estudiant. Com hem vist abans, el so-
roll blanc s’identifica amb la derivada en el sentit de les distribucions
d’un (altre) moviment brownia B.

L’equaci6 de Langevin és també una EDE lineal, pero és una mica
més senzilla que el model de Black i Scholes (7.4). Com en aquell cas,
aplicant la férmula d’Ito, pot demostrar-se que

X (t) = xgexp(—bt) + 0/0 exp(—b(t — s))dB(s), t>0,

és una solucié de (|7.5)).

7.2. Existéncia t© unicitat de solucions

Clarament, les EDE sén una extensio de les EDO. Per tant, en ge-
neral, no podem pas esperar resoldre-les explicitament. En els dos
exemples de la seccio [7.1] aix0 ha estat possible perque sén EDE li-
neals. Dues qiiestions fonamentals en la teoria de les EDE sén 'exis-
tencia i la unicitat de solucions. El marc probabilista, més ric que
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el determinista, ens ofereix diverses possibilitats d’eleccié de concep-
te de solucio i també d’unicitat. En aquesta presentacio triarem les
més properes a les conegudes en EDO. Aixi, sense abandonar 'estil
informal que hem promes mantenir, definim la solucid de en l'in-
terval [0, 7] com un procés tal que les dues integrals del terme de la
dreta de tenen sentit i, a més, es compleix la identitat per
a tot t € [0,7] quasi segurament, és a dir, per a un conjunt de tra-
jectories del procés X de probabilitat zero. Pel que fa a la unicitat, la
formularem en sentit trajectorial: si existeixen dos processos solucié
d’'una EDE fixada (en el sentit que acabem d’expressar), aleshores,
necessariament, les seves trajectories han de ser idéntiques (quasi se-
gurament).

En matematiques, la solucié d’equacions esta sovint relacionada
amb la nocié de punt fir i amb 'aplicacié de teoremes sobre aquest
concepte. El teorema fonamental d’existencia i unicitat de solucié de
I’equacié , en el sentit que hem donat a aquestes dues nocions en
el paragraf anterior, diu que si el valor inicial xg és un nombre real
(determinista), i si les funcions b, o sén Lipschitz continues, és a dir,
compleixen

o 120 = D) o) = o()] _

utv u— vl

per a alguna constant L > 0, aleshores 'equacié (o equivalent-
ment, ((7.3)) t¢ una tnica solucio.

Aquest resultat es prova amb un metode analeg a 1'utilitzat en la

teoria de les EDO: introduint la successié de les iterades de Picard

i fent servir tecniques de 'analisi estocastica per demostrar la seva

convergencia en un sentit adequat.

8. EQUACIONS DIFERENCIALS ESTOCASTIQUES, PROCESSOS
DE MARKOV I DENSITATS

En la secci[flhem vist que les EDE sorgeixen de manera natural en
el procés de modelitzacié matematica: per exemple, en qiliestions rela-
cionades amb els mercats financers o I’evolucié de poblacions. Aquest
aspecte té molt d’interes en matematica aplicada i en tornarem a par-
lar més endavant.
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Ara bé, el calcul d’Ito es va desenvolupar basicament motivat per
problemes interns a la teoria dels processos estocastics. Juntament
amb les martingales, els processos de Markov exerceixen un paper
central en aquesta teoria. El seu nom fa referencia al matematic rus
A. A. Markov (1856-1922), que fou qui els va introduir. La propietat
caracteristica d’aquests processos és la independencia condicional, que
diu que el futur, que podem descriure a partir del procés X (s), s > to,
és independent del passat, X(s), 0 < s < tg, si coneixem el pre-
sent X (t9). Aquesta nocié de memoria concentrada en el present es
pot formalitzar utilitzant una familia de o-algebres (F:)i>0, com la
que hem introduit en descriure la teoria de la integracié estocastica. El
moviment brownia i, més generalment, les solucions de les EDE ([7.3))
tenen la propietat de Markov.

Un concepte important en la teoria dels processos de Markov és el
de generador infinitesimal. Es defineix com 'operador

£F (@) = tim ZUEEXO) = [(@))

t—0 t

, (8.1)

on f és una funcié real prou regular, i x = X (0), sempre que aquest li-
mit existeixi. L’operador £ és com una derivada en sentit probabilista.

Durant la primera meitat del segle passat, influida per ’enfoca-
ment d’Einstein i Langevin sobre el moviment brownia, ’analisi dels
processos estocastics es basava sobretot en 'estudi de les lleis de pro-
babilitat associades. Observem que, conegudes aquestes, el calcul del
terme de la dreta de és factible. Per exemple, per al moviment
brownia decalat mitjancant z € R, (B(t)+z, t > 0), pot demostrar-se

que

on f” representa la derivada segona de la funcié f. Es a dir, £, I'ope-
rador de Laplace. El fet que la densitat de probabilitat del moviment
brownia sigui la solucié de 'equacio de la calor esta clarament rela-
cionat amb .

Utilitzant la féormula d’It6, es pot fer una demostracié directa
de sense utilitzar densitats de probabilitat. Aquesta és una ob-
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servacio important, ja que permet abordar una generalitzacié del re-
sultat . En efecte, mitjancant la formula d’It6 també es pot iden-
tificar el generador infinitesimal de la soluci6 de .

Resumint. El calcul d’'It6 dona sentit a les EDE. Les solucions
d’EDE sén processos de Markov. Mitjancant la formula d’'1to, es po-
den calcular els generadors infinitesimals d’aquests processos. Aquests
son operadors diferencials de segon ordre que descriuen un compor-
tament infinitesimal en sentit probabilista. Per exemple, per al mo-
viment brownia, el generador infinitesimal és I'operador de Laplace.
Aix0 permet establir una connexié entre EDE i equacions en deriva-
des parcials (EDP) en la direccié segiient: si les solucions d’EDE sén
variables aleatories amb densitat, aquestes satisfan equacions en deri-
vades parcials definides per 'operador diferencial, que és el generador
infinitesimal del procés de Markov solucié de 'EDE. Cap a I’any 1940,
aquesta relacié ja era coneguda.

La creacié del calcul d’Ito fou motivada pel problema invers del
que acabem de descriure. Concretament, [t0 es va plantejar investigar
com es pot construir un procés de Markov a partir del seu generador
infinitesimal. Es aix{ que va arribar a una expressio del tipus i,
per donar-li sentit, va desenvolupar el calcul estocastic.

Més amunt hem fet esment de I'interes de I'existencia de densitats
de probabilitat per a la solucié d’'una EDE. Per al moviment brownia,
que pot veure’s com la solucié de amb b =0, 0 = 1, sabem que,
per a tot t > 0, la llei de B(t) té una densitat N(0,t¢). En general,
pero, no es pot assegurar que les densitats de les solucions d’EDE
existeixin. L’estudi d’aquest problema no és trivial i, almenys pel que
sabem fins avui, requereix eines complexes. Aquestes foren desenvolu-
pades majoritariament per Paul Malliavin (1925-2010) i formen un cos
teoric que es coneix amb el nom de calcul de variacions estocastic o
calcul de Malliavin. Es tracta també d’un calcul diferencial estocastic,
pero de caracter totalment diferent del calcul d’It6. En el calcul de
Malliavin, els objectes basics sén funcions (o millor dit, funcionals)
de les trajectories del moviment brownia i el concepte de derivada
correspon a una pertorbacié d’aquestes. Es un calcul diferencial en
dimensio infinita.
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9. UN CALCUL DETERMINISTA PER A TRAJECTORIES IRREGULARS

Una equacié diferencial ordinaria (EDO) és una expressié de la
forma

dy (t

PO _ fvwy. te ooy YO =
Les equacions diferencials ordinaries amb control (EDOC) sén un cas
particular d’EDO. Es defineixen de la manera segiient. Considerem

una funcié diferenciable ¢ — Z(t), que anomenem control. Aleshores,

dY (t) dZ(t)

=y @) + oy () 5
és una EDOC amb control donat per la funcié Z. En aquesta equacid
(en general, multidimensional), la funcié Y representa el resultat de
les observacions d’un sistema dinamic (per exemple, la percepcié d'un
so a la coclea) 1 Z és un control o estimul extern que també depen del
temps (per exemple, la pressié de I'aire). La relacié entre el control i
Iestat del sistema 'estableixen les funcions b i o. En general, aquesta
relacio és complexa i es descriu mitjangant funcions no lineals.

Observem que i coincideixen si Y és el soroll &(t).
La teoria de control estudia problemes relacionats amb equacions
com (9.1, suposant que Z és una funcié determinista regular, per
exemple, diferenciable. Les equacions diferencials estocastiques d’Ito
poden interpretar-se com a equacions diferencials amb control aleatori,
que pot ser un moviment brownia o, més generalment, una semimar-
tingala.

Cap a finals dels anys noranta, Terry Lyons, un matematic del
Regne Unit, va posar les bases d'una nova teoria anomenada rough
path analysis (analisi amb trajectories irregulars), que té com a ob-
jectiu unificar i complementar els dos punts de vista —el determinista
i I'estocastic. En aquesta seccié explicarem la motivacio de la teoria i
descriurem el resultat clau: la continuitat de 'aplicacié d’Ito.

t€(0,00); Y(0)=uyo, (9.1)

9.1. Motivacions de l’analisi amb trajectories irregulars

En la construccié de la integral d’Ito, la propietat de martingala
del moviment brownia hi té un paper fonamental. Es la base de la
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propietat d’isometria que permet 1’extensio de la definicio de la integral
per a processos simples a processos més generals.

Hi ha, pero, processos estocastics que no sén semimartingales pero
que, per les seves propietats, son candidats molt adients per actuar
com a controls aleatoris (en la terminologia que hem introduit més
amunt) o pertorbacions aleatories (en els termes de la seccié [7)). Un
exemple n’és el moviment brownia fraccionari, BY. Aquest procés
depeén d’'un parametre H € (0, 1), que s’anomena parametre de Hurst i
és 'exponent de Holder de les seves trajectories. Si H = %, coincideix
amb el moviment brownia, que és un procés amb increments indepen-
dents i té la propietat de Markov. Aquest és 1'inic valor de H per
al qual B és una semimartingala. En el cas H > %, les trajectories
del procés som més regulars que les del moviment brownia; endemés,
els increments tenen correlacié positiva i, a diferencia dels processos
de Markov, B¥ té memoria llarga. Per a H < %, les trajectories del
procés sén més irregulars que les del moviment brownia, els increments
tenen correlacié negativa i el procés té una propietat d’intermitencia.
Altres exemples de controls aleatoris naturals son classes de proces-
sos de Markov que apareixen en problemes de la difusié de la calor
en medis aleatoris. En cap d’aquests exemples el calcul d’Itd6 no és
aplicable.

Una propietat desitjable en les equacions és la continuitat
de la resposta Y respecte al control Z. S’espera que si hi ha petites
variacions en la funcié de control, les de la resposta també siguin peti-
tes. En particular, si es considera una successié d’aproximacions de 7,
(Zn)n>1, la successio de respostes (Y;,),>1 corresponent hauria de con-
vergir cap a Y. Per simplificar I’exposicié, considerem b = 0 en (9.1)).
Aleshores podem formular més precisament aquesta propietat de la
manera segient.

Considerem el funcional 17 tal que I7(Z) =Y, on

de—z@ = U(Y(t))dz—@), t € (0,00);  Y(0) = wo,

dt
0, equivalentment,

V() = o+ / o(Y (5)) dZ(s), 9.2)
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encara que, per ara, no sabem gaire bé quin és el sentit de la integral
en (92),

Observem que 17 esta definit en un espai de funcions o en un espai
de processos aleatoris. Per exemple, en el cas d'una equaci6 d’It6, com
que les trajectories del moviment brownia sén continues (més precisa-
ment a-Hélder continues d’ordre a € (0, 1)), una eleccié per al domini
de I° podria ser I'espai de les funcions continues amb la topologia de
la convergencia uniforme sobre els compactes. Aleshores, en aquest cas
particular, la propietat <desitjables> que hem esmentat en el paragraf
anterior és simplement la continuitat de 17 en aquest espai. Seguint la
terminologia de Terry Lyons, anomenarem 17 el funcional d’Ité.

Un dels inconvenients de la teoria d’Ito és que la propietat ante-
rior de continuitat no és certa, llevat de situacions molt particulars.
Aquest és un teorema que no pretenem discutir aqui amb detall. Al-
ternativament, esbossem un exemple que illustra aquests comentaris
(vegeu [7, secci6 6.5]). Considerem 'equacié del model de Black
i Scholes, que té per solucio

S(t) = Spexp (,ut — %275 + JB(t)) , t>0. (9.3)

Considerem una successié d’aproximacions regulars de les trajectories
del moviment brownia, (B,,),>1. Per exemple, I’obtinguda per inter-
) n)n> )

polacié lineal. Aleshores, per cada n > 1, I'equacié

dS,(t) = uSp(t) dt + 05,(t) dB,(t), t>0; S,(0) =5y,
és, per cada valor de I'argument w, una EDO que té per solucio
Sn(t) = Soexp(ut + 0By (t)).
Notem que

S(t) := lim S, (t) = Spexp(ut + o B(t)),

n—oo

valor que no coincideix amb 'expressié de S(¢) donada en (9.3)). El

procés (S(t), t > 0) és la solucié de 'EDE en el sentit de Stratonovitch,
dS(t) = uS(t)dt +oS(t)odB(t), t>0; S(0)=.5S.
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Aquest exemple ens mostra que la manca de continuitat del funcional
d’Ito esta relacionada amb la sensibilitat respecte a les aproximacions
d’integrals estocastiques per sumes de Riemann.

9.2. Les idees fonamentals del calcul per a trajectories irregulars

El calcul integral per a trajectories irregulars de Terry Lyons <en-
riqueix> els ingredients de partida —el control i la topologia en 'espai
on viuen les trajectories—, de manera que, en el nou escenari, el fun-
cional 17 és continu.

FOTOGRAFIA 2. Professor Terry Lyons.
FonT: Oxford-Man Institute of Quantitative Finance.

Per simplificar la redaccié, anomenarem RPA (inicials de rough
path analysis) el calcul per a trajectories irregulars. L’RPA se sustenta
en dos pilars: la teoria d’integracié de Young per a funcions Holder
continues ([26]) i una teoria algebraica de resolucié d’EDO de Kuo-
Tsai Chen ([3], 4]).

La integral de Young dona sentit a integrals del tipus fot ©(s) di(s)
per a funcions ¢, ¥ que sén Holder continues de grau « i 3, respecti-
vament, com a limit de sumes de Riemann, sempre que es compleixi la
condici6 a+f > 1. Es una integracié determinista i, en conseqiiencia,
es pot utilitzar per integrar processos estocastics de manera trajecto-
rial, sense que sigui necessari que es compleixin condicions de tipus
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probabilista, com la de semimartingala. Observem, pero, que la in-
tegral f(f B(s)dB(s) no entra dins de I'ambit d’aplicacié d’aquesta
integral, donat que, en aquest cas, « = = %

En la teoria RPA, I'objectiu central és demostrar la continuitat
del funcional d’Ito. No té la pretensié de crear una teoria general
d’integracié que estengui la d’It6 i que permeti considerar integrands
molt generals, siné donar sentit a la integral que trobem al terme de
la dreta de , en la qual I'integrand i I'integrador estan relacionats
per una equacié. Aquesta observacio fonamental permet implementar,
de manera aproximada i amb un control exacte de I’error, el metode de
Young per donar una definicié rigorosa de fot o(Y(s))dZ(s). La idea
és que, suposant que ¢ té una certa regularitat, les oscillacions de Z i
de Y estan relacionades, com es deriva de desenvolupaments de Taylor.

L’altra idea basica de 'RPA té l'origen en els treballs de Chen
als quals ens hem referit més amunt. S’hi utilitzen desenvolupaments
amb integrals iterades del control per estudiar la regularitat de 1'estat
del sistema. Aix0 incideix en la nocié d’enriquiment (en angles, en-
hancement) del control i en la topologia que cal considerar per tal que
el funcional d’It6 sigui continu.

Tot seguit, donem algunes idees de com s’obté el funcional d’'Ito6.
Per comengar, cal suposar que el control Z és una funcié6 (determinista)
que té variaci6 d’ordre p fitada. Designarem amb [p| la part entera de p.
A partir de Z es construeix un objecte (Z,Z) que té [p] components,
que sén funcions deterministes. La primera component esta formada
simplement per increments de Z. Es pot entendre com una integral
sobre intervals de la funcié constant igual a 1 respecte de Z. En casos
particulars, les components de Z sén limits d’integrals iterades de Z
d’ordre 2,...,[p], en una topologia relacionada amb variacions d’or-
dre p;, on p; depen de I'index que descriu les components. Aixi s’obté
un objecte que s’anomena trajectoria irregular enriquida. La manera
de construir-lo és intrinseca, és a dir, no depen dels ingredients del
problema de control on I'apliquem (la condicié inicial i els coeficients
de l'equacid).

Per exemple, per al moviment brownia d-dimensional, la trajectoria
enriquida (B, B) té dues components (recordem que la variaci6é quadra-
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tica del moviment brownia és finita) i la component B és I’area de Paul
Lévy. En components,

t
B (s,t) = / (B(r) — B'(s))dB'(r), i,j=1,...,d.
El funcional d’Ito es defineix com 'aplicacié
1°((Z,Z)(w)) = Y (w).

El resultat central de la teoria estableix la continuitat d’aquesta apli-
cacié en la topologia sobre les trajectories enriquides. Amb ell es com-
plementa brillantment la teoria d’It6 i s’obre la porta a una perspectiva
més amplia.

La construccié del funcional d’It6 i la prova de la seva conti-
nuitat son purament deterministes. Quan s’aplica la teoria a EDE,
les tecniques de processos i d’analisi estocastica s’utilitzen en la cons-
truccié de la trajectoria irregular enriquida. No es requereix la condicié
d’adaptabilitat. Alguns problemes importants de 1’analisi estocastica,
com l'estudi de les grans desviacions o la caracteritzacié del suport
topologic de la llei de la soluci6 d’EDE, poden reduir-se, gracies a la
continuitat del funcional d’Ito, a I’estudi de les mateixes qiiestions pel
procés de les trajectories enriquides.

La teoria RPA ha donat un nou impuls a I’analisi estocastica i,
especialment, a noves connexions amb altres camps. Per exemple, la
teoria quantica de camps, la teoria ergodica no markoviana i el calcul
de Malliavin.

10. UN ESBOS D’INTRODUCCIO A LA TEORIA DE LES ESTRUCTURES
REGULARS

Els ingredients en les definicions de les EDE i les EDO sén objec-
tes matematics de dimensio finita, basicament, processos estocastics
multidimensionals i funcions vectorials. Fins ara ens hem mogut en
aquest marc, ja sigui amb un enfocament aleatori, amb el calcul d’Ito,
o amb un enfocament determinista, amb la teoria RPA introduida en
la secci6 [l
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En aquesta seccié fem un salt qualitatiu important. Centrem 1’in-
teres en objectes més complexos que les EDO: les equacions en de-
rivades parcials (EDP). Com hem esmentat en la seccid 2 les EDP
descriuen sistemes que evolucionen respecte d’'un parametre multidi-
mensional, que habitualment representa el temps i 'espai, ¢, x, res-
pectivament. Un exemple fonamental d’EDP és ’equacié de la calor
(vegeu (2.2)).

De manera similar a les EDE, les equacions en derivades parcials
estocastiques (EDPE) es defineixen a partir ’EDP afegint-hi una per-
torbacié aleatoria. Per exemple, ’expressio

Dt = 2L it ) = Wits2), (t,2) € (0,00) x B
gt 7) — 5z sult,x) = x), (t,x , 00 ,

u(0,z) = dy, r € R, (10.1)
on (W(t,z),(t,z) € [0,00) x R) és un soroll blanc en espai i temps, és
una equacio de la calor estocastica sobre R.

Prenent com a parametre de referencia el temps, en contrast amb
les EDO i les EDE, la descripci6 d’EDP o EDPE comporta objectes
matematics que tenen dimensié infinita: per cada t sén funcions de x.

Quines motivacions i quin interes hi ha darrere 'estudi de les
EDPE? Certament n’hi ha d’estrictament matematics o especulatius.
Pero, de fet, les EDPE sorgeixen de manera natural en la descripcié de
fenomens fisics en la interseccié de dues escales d’observacions, entre
I’escala microscopica o atomica i la macroscopica. En la primera esca-
la, les fluctuacions sén enormes i és practicament impossible fer-ne una
descripci6 acurada. En la segona escala, es fan mitjanes de les obser-
vacions, amb la qual cosa l'aleatorietat desapareix. Matematicament,
aixo correspon a fer una renormalitzaci6 (o canvi d’escala) d’acord amb
la llei dels grans nombres. Hi ha, pero, escales intermedies, per exem-
ple, les que corresponen a les del teorema del limit central, anomenades
mesoscopiques, en les quals les fluctuacions aleatories s’aproximen a
un soroll gaussia. Es d’aquesta manera que s’obtenen equacions com
la ((10.1). Un problema generic important és entendre com es fa la
transicio des de les diferents escales, i aix0 comporta necessariament
un coneixement profund dels dos models, I'estocastic i el determinista.
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Fa aproximadament uns deu anys, quan la teoria RPA ja havia as-
solit un grau de desenvolupament notable, van sorgir intents de crear-
ne una extensié en dimensié infinita, amb la motivacié d’estudiar des
d’una optica trajectorial exemples d’equacions en derivades parcials
estocastiques. El gran assoliment va arribar 'any 2014, amb la teo-
ria de les estructures requlars, creada pel matematic austriac resident
al Regne Unit Martin Hairer. Per aquesta teoria, Hairer va guanyar
la Medalla Fields 2014, la medalla internacional per a descobriments
excellents en matematiques atorgada a cientifics d’edat inferior als
quaranta anys.

FoTOGRAFIA 3. Professor Martin Hairer.
FONT 1 COPYRIGHT: Simons Foundation
and International Mathematical Union.

La teoria de les estructures regulars es va desenvolupar al voltant
de T'estudi de 'equacié KPZ de la fisica. El nom de I'equacié fa re-
ferencia als cientifics Mehran Kardar, Giorgio Parisi i Yi-Cheng Zhang,
els quals la van adoptar per descriure ’evolucié d'una interficie en crei-
xement. Ara bé, fins als descobriments de Hairer, no se sabia donar-li
un sentit matematic. Amb el llenguatge que hem introduit més amunt,
aquesta equacid correspon a les observacions a escala mesoscopica i té
I’expressio

%u(t, x) — Vaa—;u(t,a:) = (%u(t, x)) + W(t,z), (10.2)
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amb condicions inicial i de contorn (si cal) donades, on v és una cons-
tant i, com abans, (W(t,z),(t,z) € [0,00) x R) és un soroll blanc
en espai i temps. Recentment, s’ha descobert que aquesta equacié té
també una propietat d’universalitat, igual que, en un context enorme-
ment més senzill, la té la distribucié normal.

En la descripcié matematica de I'equacié KPZ, hi trobem diversos
problemes. Per una banda, hi ha una incoherencia entre el que se
suposa que ha de representar i com es representa. En altres paraules,
I’evolucié de la interficie és irregular i no sembla raonable imposar que
sigui diferenciable, que és la condicié que es necessita per donar sentit
a I’EDP. D’altra banda, fins i tot utilitzant la teoria de les distribucions
de Schwartz, no es pot donar un sentit rigorés a l’equacio, a causa de
la presencia del terme quadratic. Com en el cas de I'equacié d’Ito, es
necessita un nou model i una nova teoria.

La teoria de les estructures regulars proporciona una perspectiva i
un metode per tractar aquestes i altres qiiestions. En el punt de par-
tida del seu desenvolupament, s’hi troben les idees de la teoria RPA,
en particular, la reformulacié feta per Massimiliano Gubinelli en [10].
El seu ambit d’aplicabilitat és molt extens i actualment és una de les
linies de recerca amb més vitalitat en el camp de I’analisi estocastica.
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